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АННОТАЦИЯ 
 

Решена полностью связная краевая задача об изгибе пластины из сплава с памятью 
формы в условиях теплообмена с окружающей средой и диффузии тепла вдоль толщины 
пластины, а также с учетом влияния скрытой теплоты мартенситного превращения. 
Задача включает в себя решение уравнений механического равновесия, 
теплопроводности и определяющих соотношений для деформации сплава с памятью 
формы, реализованных микроструктурной моделью. Данная модель учитывает упругую, 
температурную и фазовую деформации материала, последняя – связанная  
с протекающими в нем фазовыми переходами. Выполнен расчет поля температур  
в пластине, испытывающей прямое мартенситное превращение при ее охлаждении  
с поверхности. Найдены распределения температуры по толщине пластины для ряда 
последовательных моментов времени, соответствующих различным значениям 
температуры окружающей среды. В частности, найдены зависимости от времени 
температуры на поверхности и в центре пластины. Показано, что без учета выделения 
скрытой теплоты превращения получаются значительные погрешности в расчете 
времени, необходимого для завершения прямого превращения. Выполнено 
моделирование быстрого изгиба пластины при температуре sM  (начала прямого 
мартенситного превращения) и последующей выдержке при постоянном изгибающем 
моменте в условиях постоянной температуры окружающей среды. Показано,  
что нейтральный слой, в котором напряжения равны нулю, не находится в середине 
поперечного сечения, а смещен в сторону сжатых слоев из-за асимметрии свойств 
рассматриваемого сплава по отношению к растяжению-сжатию. В результате 
теплопередачи происходит снижение температуры во внутренних слоях пластины, 
сопровождаемое прямым фазовым превращением и накоплением деформации  
во времени. Это явление можно формально трактовать как ползучесть. При выдержке  
в условиях фиксированного прогиба происходит релаксация напряжений во времени. 
Данные эффекты следует учитывать при проектировании функциональных устройств  
с рабочим телом из сплава с памятью формы. 
 
Ключевые слова: сплавы с памятью формы; краевая задача; изгиб; моделирование; 
микроструктурная модель; скрытая теплота превращения; теплообмен 
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ABSTRACT 
 

A completely coupled boundary value problem on bending of a plate made of a shape 
memory alloy under conditions of heat exchange with the environment and heat diffusion along 
the thickness of the plate, as well as taking into account the influence of latent heat  
of the martensitic transformation, has been solved. The problem involves solving the equations 
of mechanical equilibrium, thermal conductivity and constitutive relations for the deformation 
of a shape memory alloy, implemented by a microstructural model. This model takes into 
account elastic, temperature and phase deformations of the material, the latter associated with 
the phase transitions occurring in it. A calculation of the temperature field in a plate undergoing 
a direct martensitic transformation at cooling from the surface has been carried out. 
Temperature distributions over the thickness of the plate were found for a number of successive 
moments in time corresponding to different values of ambient temperature. In particular,  
the time dependences for the temperature on the surface and in the center of the plate were 
found. It is shown that without taking into account the release of latent heat of transformation 
significant errors are obtained in calculating the time required to complete the direct 
transformation. A simulation of rapid bending of the plate at temperature Ms (the beginning  
of the direct martensitic transformation) and subsequent holding at a constant bending moment 
under constant ambient temperature conditions was performed. It is shown that the neutral layer, 
where the stress is zero, is not located in the middle of the cross section, but is shifted towards 
the compressed layers due to the asymmetry of the properties of the alloy under consideration 
with respect to tension-compression. As a result of heat transfer, a decrease in temperature 
occurs in the inner layers of the plate, accompanied by a direct phase transformation and 
accumulation of strain over time. This phenomenon can be formally interpreted as creep. When 
the plate is holding at fixed deflection, stress relaxation occurs over time. These effects should 
be taken into account when designing functional devices with a working elements made  
of a shape memory alloy. 
 
Keywords: shape memory alloys; boundary value problem; bending; modeling; microstructural 
model; latent heat of transformation; heat exchange 
 
 

ВВЕДЕНИЕ 
 

Способность сплавов с памятью формы (СПФ) восстанавливать свою 
исходную форму в процессе нагрева после предварительной деформации (эффект 
памяти формы), а также псевдоупругое поведение, заключающееся  
в восстановлении при изотермической разгрузке значительной, иногда 
превышающей 10%, деформации, нашла широкое применение. Из этих 
материалов изготавливают активные рабочие элементы приводов и датчиков, 
реагирующих на изменение температуры [1-3], рабочие тела пассивных  
и полуактивных устройств виброзащиты [4-6], медицинские изделия [7,8]. 
Функциональные свойства СПФ обусловлены протекающими в них 
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мартенситными превращениями – обратимой перестройкой кристаллической 
решетки из высокотемпературной аустенитной структуры в низкотемпературную 
мартенситную. При этом мартенситные переходы во многих СПФ являются 
атермическими: их протекание контролируется кинетикой температуры, 
количество мартенсита плавно увеличивается при охлаждении через 
температурный интервал прямого превращения и уменьшается при нагреве через 
интервал обратного превращения [9]. Наличие протекающих во времени 
процессов теплопроводности и теплообмена, а также выделение или поглощение 
скрытой теплоты в ходе мартенситных превращений могут оказывать 
существенное влияние на функциональные характеристики конкретного 
устройства [10-12]. В частности, обнаружены циклические изменения 
температуры образцов из СПФ на основе никелида титана при циклическом 
нагружении в условиях постоянной температуры окружающей среды, связанные  
с выделением и поглощением скрытой теплоты превращения. При этом 
амплитуда изменения температуры увеличивалась с ростом скорости нагружения 
[13,14]. Теплообмен с окружающей средой приводит к некоторому ослаблению 
влияния внутренних источников тепла [15,16], но иногда он может быть 
затруднен, например, в случае наличия покрытия [17,18]. При малых значениях 
чисел Фурье и Био у образца под нагрузкой может происходить развитие 
деформации во времени в связи с задержкой мартенситного превращения из-за 
наличия протекающих одновременно двух процессов: процесса выделения 
скрытой теплоты превращения и процесса ухода тепла в окружающую среду. 
Такое явление можно формально классифицировать как ползучесть, однако 
природа его существенно иная. 

В настоящей работе рассматривается влияние тепловыделения  
и теплопоглощения в ходе мартенситных превращений, а также влияние 
теплообмена на функциональное поведение работающего на изгиб элемента  
из СПФ. Этот режим, активно используемый в приложениях, требующих 
значительных смещений [19], характеризуется неоднородным распределением 
напряжений и деформаций, при этом одни слои оказываются растянутыми,  
а другие сжатыми. Поскольку многие СПФ, в том числе наиболее широко 
применяемые сплавы на основе никелида титана, проявляют асимметрию 
механических свойств при растяжении и сжатии [2], исследование поведения 
работающих на изгиб элементов из таких материалов не удается свести  
к рассмотрению поведения элементов, работающих только на растяжение  
или только на сжатие. Для определения деформационных характеристик, 
распределения напряжений, температуры и объемной доли мартенситной фазы  
по поперечному сечению пластины приходится решать краевую задачу в связной 
термомеханической постановке. 

При решении краевых задач для тел из СПФ возникает ряд трудностей, 
связанных с необходимостью расчета неупругих фазовых деформаций.  
Для решения таких задач в последние годы разрабатываются различные 
аналитические и численные методы. Среди последних наиболее широкое 
распространение получил метод конечных элементов (МКЭ). В 1993 году 
К. Бринсон и Р. Ламмерингом были использованы нелинейные конечные 
элементы для предсказания термоупругого отклика стержня из СПФ  
при одноосном нагружении [20]. Применяемые в настоящее время пакеты 
программ для решения задач с помощью метода конечных элементов (например, 
ANSYS, COMSOL Multiphysics, ABAQUS), а также программ, самостоятельно 
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разработанных отдельными исследователями, позволили добиться определенных 
успехов в описании псевдоупругого поведения деталей из СПФ и эффекта памяти 
формы после активного деформирования при наличии остаточного мартенсита 
после разгрузки [21-26]. При этом для расчета полей напряжений и деформаций 
обычно используются макроскопические (феноменологические) модели,  
в которых объемная доля мартенситной фазы и деформация превращения 
рассматриваются в качестве внутренних переменных, а соотношения, 
определяющие эволюцию фазового состава, базируются либо непосредственно  
на результатах прямых экспериментов [27], либо на сочетании экспериментальных 
определяющих соотношений с основными термодинамическими принципами  
[28-36]. При необходимости описания переориентации мартенсита  
в феноменологические модели либо вводятся два типа мартенсита – хаотический 
и ориентированный, либо рассматривается существование нескольких 
ориентационных вариантов или пластин мартенсита и формулируются критерии 
переориентации [37-38]. Это, безусловно, приводит к усложнениям расчетов,  
но расширяют спектр описываемых явлений. В частности, Ф. Ауриккио  
с соавторами [38] удалось адекватно описать работу привода с элементом из СПФ 
в виде геликоидальной пружины. В работе [39] авторы, выбрав в качестве 
определяющих соотношений модель Д. Лагоудаса [40], решили двумерную 
краевую задачу о расчете полей напряжений и деформаций вблизи кончика 
трещины. 

Неизотермические режимы нагружения тел из СПФ представляют 
существенно большую сложность при расчетах, и имеющиеся в литературе 
примеры касаются, как правило, одномерных задач. Поворот внешней 
поверхности полого цилиндра в условиях заданных нулевых перемещений на его 
внутреннем радиусе рассмотрено в работе [41]. Процесс дорнования муфты  
из СПФ и сборки термомеханического соединения описан в [42]. В работе [43] 
макроскопическая модель Б. Ранецки и К. Лекселлента [44] использована при 
моделировании отклика двумерной структуры при быстром нагружении  
в изотермических и неизотермических условиях. Макромодель К. Бринсон [27] 
применялась в работе [45] для исследования термомеханического отклика 
проволоки из СПФ при различных скоростях нагружения. Связную 
термомеханическую задачу для привода из СПФ решали в работах [46,47]. 
Однако при этом прямо делалось предположении о том, что распределение 
температур по толщине элемента описывается полиномом третьей [46]  
или шестой степени [47]. В работах [48-50] в рамках макроскопического подхода 
решены связные краевые задачи о растяжении проволок и двумерных структур  
из СПФ. 

Среди аналитических решений краевых задач для тел из СПФ отметим цикл 
работ А. Мовчана с соавторами, в которых удалось, в частности, в связной 
постановке определить напряжения и деформации для балки при изгибе [51], 
толстостенного полого цилиндра и толстостенной полой сферы под действием 
давления [52], а также решить некоторые задачи о потере устойчивости [52-55],  
в том числе в дважды связной постановке с учетом выделения тепла при прямом 
мартенситном превращении [54]. При этом в качестве определяющих 
соотношений использовалась оригинальная макроскопическая модель СПФ 
[56,57]. 

К сожалению, возможности макроскопических моделей описывать всю 
совокупность функциональных свойств СПФ при меняющихся тепловых  



 

202 

и механических нагрузках сильно ограничены ввиду отсутствия прямого учета 
строения мартенсита и деталей механизмов превращения и переориентации. 
Микроструктурные модели поведения СПФ (например, [58-60]), базирующиеся, 
как следует из названия, на учете структуры этих материалов и специфических 
особенностей механизмов их деформации, обладают большими, по сравнению  
с макромоделями, возможностями. Однако, большое количество внутренних 
переменных, приводящее к значительным затратам времени при численных 
расчетах, а также сложность определения значений материальных констант 
препятствует широкому применению таких моделей при решении краевых задач. 
Микроструктурная модель [61-63], апробированная при моделировании 
различных функциональных свойств, применялась при моделировании 
растяжения цилиндра из СПФ, нагруженного осевой силой и охлаждаемого  
с поверхности [64-66], а также чистого изгиба балки [66,67]. В настоящей работе  
в рамках этой модели рассматривается задача о цилиндрическом изгибе пластины 
из СПФ с учетом влияния скрытой теплоты превращения и теплообмена  
с окружающей средой. 
 
 

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ И МЕТОДИКА РАСЧЕТА 
 

1.1. Микроструктурная модель. 
 

Применяемая в настоящей работе микроструктурная модель подробно 
описана в работах [61-63,67], поэтому здесь лишь кратко приведем ее основные 
положения. 

Представительный объем СПФ состоит из зерен, характеризующихся 
ориентацией ω  кристаллографических осей относительно выбранного 
лабораторного базиса. Зерна, в свою очередь, состоят из высокотемпературной 
фазы – аустенита – и ориентационных вариантов мартенсита, образующихся  
из аустенита при охлаждении или нагружении в результате одного из N  
возможных кристаллографически эквивалентных способов перестройки 
кристаллической решетки. В качестве внутренних переменных введены величины 

nΦ , такие, что объемная доля n-го варианта мартенсита равна ( )1 nN Φ . 
Принята схема усреднения по Рейссу, в рамках которой деформация 

представительного объема находится путем усреднения деформаций по всем 
зернам. Деформация зерна находится как сумма упругой, температурной, фазовой 
деформаций, а также микропластической деформации, которая связана  
с аккомодацией мартенсита. Активную пластическую деформацию, также 
рассчитываемую в этой модели, в данной работе не учитывали. Упругая  
и термическая деформация аустенитной фазы и вариантов мартенсита 
вычисляются по закону Дюгамеля-Неймана. Фазовая деформация n-го варианта 
мартенсита представляет собой деформацию Бейна nD , реализующую 
соответствующее преобразование кристаллической решетки, и пропорциональна 
объемной доле соответствующего мартенситного варианта. В силу гипотезы 
Рейсса фазовая деформация зерна вычисляется путем усреднения фазовых 
деформаций по всем ориентационным вариантам мартенсита 

gr Ph
1

.1 N
n nn
D

N
ε

=
= Φ∑          (1) 

Эволюционные уравнения для расчета переменных nΦ  сформулированы  
в терминах термодинамических сил nF  – производных по этим переменным  
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от термодинамического потенциала Гиббса G . Эти уравнения подробно описаны 
в работе [67]. В выражении для потенциала Гиббса учитывается взаимодействие 
бейновских мартенситных вариантов, которые в сплаве TiNi формируют так 
называемые «согласованные пары вариантов» (CVP – «Corresponding Variants 
Pairs») [68-70]. Сформулированное условие протекания мартенситного 
превращения выражает равенство термодинамической движущей силы nF  
некоторой диссипативной силе frF , обусловленной сопротивлением росту 
мартенситных кристаллов со стороны материнской фазы и ответственной  
за существование гистерезиса превращения 

r
n

fF F= ±            (2) 
(знак плюс выбирается для прямого превращения, а знак минус – для обратного). 
Величина frF  выражается через характеристические температуры и скрытую 
теплоту мартенситного превращения. При изменении движущей силы, 
обусловленным изменением температуры и напряжения, происходят приращения 
внутренних переменных nΦ  такие, что сохраняется выполнение условия (2). 

Расчет изменения nΦ  при переориентации мартенсита базируется на трех 
предположениях: 1) каждый вариант мартенсита может быть преобразован  
в любой другой; 2) переориентация происходит в «направлении» l , 
расположенному в пространстве переменных 1,  ,  NΦ … Φ , на плоскости 

1        constNΦ +…+Φ =  и соответствующему скорейшему убыванию потенциала 
Гиббса из всех кристаллографически допустимых направлений; 
3) переориентация происходит при условии 

  ,tw fr tw
nF F=  

где tw
n

GF
l

∂
= −

∂
 – термодинамическая сила, равная производной (с обратным 

знаком) от потенциала Гиббса по направлению l , а  fr twF  – критическое значение 
этой силы. Более подробно процедура подсчета направления l  описана  
в работе [67]. Уравнения для расчета микропластической деформации, связанной 
с аккомодацией мартенсита,  приводятся в работе [63]. 

Заметим, что поскольку движущая сила nF , входящая в условие (2), 
выражается через температуру и напряжение, то модель, использующая это 
условие, автоматически учитывает зависимость температур начала и конца 
прямого мартенситного превращения ( ),Ms Mf , начала и конца обратного 

превращения ( ),As Af  от напряжения. 
 

1.2. Краевая задача об изгибе пластины из СПФ. 
 

В качестве рабочего тела привода или датчика температуры рассмотрена 
пластина из СПФ никелид титана, находящаяся в тепловом контакте  
с окружающей средой через верхнюю и нижнюю поверхности, которая может 
испытывать чистый изгиб под действием изгибающего момента M   
и/или растяжение под действием продольной силы F . Здесь и далее обобщенные 
силы и тепловые характеристики приведены в расчете на единицу ширины 
пластины. На рис.1 представлена схема нагружения пластины. Начальная длина 
пластины L , ширина b , высота h . Для расчета распределений температуры, 
напряжения и деформации по толщине пластины необходимо решить связную 
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краевую термомеханическую задачу, в которой учитывается теплообмен  
с окружающей средой, теплопроводность, выделение скрытой теплоты 
превращения и зависимость изменения фазового состояния и деформации  
от изменения температуры и напряжения. 
 

 
Рис.1. Изгиб пластины, которая находится в тепловом контакте с окружающей 

средой через верхнюю и нижнюю поверхности (схема). 
 

Предполагаем, что справедливы гипотеза плоских сечений и гипотеза  
о ненадавливании слоев (гипотезы Бернулли-Эйлера). Касательные напряжения 
будем считать пренебрежимо малыми. Пластина предполагается достаточно 
узкой, так что на продольных боковых поверхностях, перпендикулярных оси x , 
выполняется условие отсутствия напряжений 0xxσ = . Для краткости введем 
обозначения для компонентов тензоров напряжений и деформаций: zzσ σ= , 

zzε ε= . 
Распределение деформаций по поперечному сечению пластины  

в соответствии с гипотезой плоских сечений определяется соотношением 
( ) 0 0,y yε κ ε= +           (3) 

где 0ε  и 0κ  – относительное удлинение и кривизна срединной поверхности 
пластины, соответственно; координата y отсчитывается от срединной 
поверхности. 

Условия статического равновесия пластины 

( ) ( )
2 2

2 2
  , .

h h

h h
y dy F y y dy Mσ σ

− −
= =∫ ∫      (4) 

Будем считать, что определяющие соотношения материала позволяют 
аддитивно разделить полную деформацию ε  на упругую elε  и неупругую neε  
составляющие: el neε ε ε= + . Тогда по закону Гука 

( ) ( )0 0 ,ne neE E yσ ε ε ε κ ε= − = + −       (5) 
где E  – эффективный модуль Юнга, определяемый по правилу смеси для 
податливостей ( )1 1 11  M M M AE E E− − −= Φ + −Φ , где ME  и AE  – модули Юнга 

мартенсита и аустенита, 
1

1 1 N
M nn

grN Nω =
Φ = Φ∑ ∑  – объемная доля мартенсита, 

grN  – число зерен в представительном объеме (первая сумма выполняется по всем 
зернам, а вторая – по всем вариантам мартенсита внутри каждого из зерен). 

Приращения фазовой деформации и внутренних переменных определяются 
микроструктурной моделью, описанной в разделе 1.1. Формально их можно 
записать в виде 
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( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( )

1

2

,  ,  , 

  ,  ,  ,

ne y F T y y X y

X y F T y y X y

ε σ

σ

∆ = ∆ ∆

∆ = ∆ ∆
      (6) 

где функции 1F  и 2F  определяются микроструктурной моделью, а символом X  
обозначен набор внутренних переменных ( )n ωΦ , представляющие собой 
объемные доли мартенсита каждого из n вариантов в каждом зерне ω . 

Изменение температуры во времени рассчитывали, решая уравнение 
теплопроводности 

,T Tc Q
t y y

ρ λ ∂ ∂ ∂
= + ∂ ∂ ∂ 

         (7) 

где c  – удельная теплоемкость, ρ  – плотность, λ  – теплопроводность. При этом 
предполагали, что теплообмен с окружающей средой происходит по закону 
Ньютона 

( )
2

           ,env
hy

T H T T
y

λ
=±

∂
= −

∂
         (8) 

где H  – коэффициент теплообмена, envT  – температура окружающей среды. 
Интенсивность источников тепла определяется скрытой теплотой превращения 
СПФ 0q  и скоростью роста суммарной объемной доли мартенсита  

МΦ : 0 МQ q= − Φ  . 
Для решения задачи используется дискретная схема: поперечное сечение 

пластины делится на K  равных отрезков, определяя тем самым узлы 
пространственной сетки с координатами  jy jh K= . Поля напряжений, 
деформаций и температуры в различных точках тела задаются в виде набора 
значений в узлах сетки. В процессе расчета на каждом шаге нагружения задача 
разбивается на подзадачи, каждой из которых соответствует свой оператор (рис.2): 
 

 
Рис.2. Схема решения дважды связной термомеханической краевой задачи. 

 

• механическая задача о равновесии (оператор M ) – определение сеточной 
функции σ(y) для заданной величины изгибающего момента M  и значений 
неупругой деформации ( )ne

jyε  в узлах c помощью соотношений (3)-(5); 

• «реологическая» задача о нахождении неупругой деформации ( )ne
jyε   
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и плотности источников тепла (а также, внутренних переменных ( )jX y )  

с помощью микроструктурной модели (6) (оператор F ); 
• температурная задача (оператор T ) – определение сеточной функции 

( )Т y  с помощью уравнения теплопроводности (7) при заданных условиях 
теплообмена (8) и известных внутренних переменных. 

 
Поиск таких полей напряжений и температур, которые удовлетворяли  

бы одновременно уравнениям равновесия, теплопроводности и изменившимся  
в течение шага краевым условиям, может быть сведен к задаче о неподвижной 
точке оператора A  

( )
( )

( )
( )

,
y y

A
T y T y
σ σ   

=   
   

 

где оператор A  является композицией операторов M , T  и F  

( )
( )

( )( )
( )( )

( )
( )

( )
( )

  ,    .
ne neM yy yy

F
T y T yQ yT Q y

εσ σε       = =          




 

В данной работе эту задачу решали, сведя ее к поиску минимума 
функционала от многих переменных [71]. Результатом решения являлись 
сеточные функции напряжений, деформаций, температуры и внутренних 
переменных микроструктурной модели. 
 
 

2. РЕЗУЛЬТАТЫ МОДЕЛИРОВАНИЯ 
 

В качестве объекта моделирования рассматривалась пластина из СПФ типа 
TiNi, размеры и другие параметры которой приведены в Таблице 1. 
 

Таблица 1. 
Параметр Значение 

Характеристические температуры 
, , ,Mf Ms As  Af  (при отсутствии напряжений) 303 К, 323 К, 340 К, 360 К 

Скрытая теплота превращения 0q  -150 Дж/см3 
Размеры L b×  20L =  мм, 10b =  мм 
Толщина h  для расчета в ненагруженном 
состоянии (раздел 2.1) 5 мм 

Толщина h  для расчета изгиба пластины 
(разделы 2.2 и 2.3) 2 мм 

Коэффициент теплообмена H  2500 Вт/(К⋅м2) 
Плотность ρ  6500 кг/м3 
удельная теплоемкость C  470 Дж/(кг⋅K) 
коэффициент теплопроводности λ  10 Вт/(м⋅К) 

 
2.1. Расчет влияния скрытой теплоты на время прямого превращения  

в пластине, охлаждаемой с поверхности. 
 

Время, затрачиваемое на изменение температуры рабочего элемента  
из СПФ, зависит от ряда факторов. Среди них – скорость распространения тепла  
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и величина скрытой теплоты превращения. Выявление необходимости их учета 
при проектировании устройств, использующих СПФ, являлась целью первой 
серии модельных экспериментов. Моделировали охлаждение и последующую 
выдержку пластины при постоянной температуре в свободном состоянии  
до выравнивания температурного поля по толщине. 

На рис.3 показаны распределения по толщине пластины (по координате y ) 
объемной доли мартенсита (рис.3а) и температуры (рис.3б) в некоторые 
последовательные моменты времени при снижении температуры окружающей 
среды от 400 до 300 К (ниже температуры Mf ) со скоростью 100 К/с  
и последующей выдержке при 300 К. Видно, что, когда температура поверхности 
достигает значения    323Ms=  К (начиная с момента времени 5 с), мартенситное 
превращение, сопровождаемое выделением скрытой теплоты, начинается  
в наружных слоях пластины. Это затрудняет теплоотвод из внутренних слоев,  
из-за чего скорость убывания в них температуры замедляется. В точках, 
соответствующих началу превращения, заметно изменение кривизны графика 
( )T y  (рис.3б), а форма графика во внутренних слоях «уплощается», что особенно 

заметно на кривых, соответствующих моментам времени 6.5 с и 7 с (данные 
кривые выделены пунктиром). В моменты времени 8 с и 9 с превращение  
и выделение тепла охватывает все слои пластины, и кривизна графиков 
распределения температуры изменяется гладко. 
 

    
а б 

Рис.3. Распределения объемной доли мартенсита (а) и температуры (б)  
по толщине пластины при выдержке во времени в некоторые 
последовательные моменты времени, соответствующие началу прямого 
превращения. 

 
При завершении прямого мартенситного превращения также наблюдается 

изменение формы распределения температуры и суммарной объемной доли 
мартенсита по поперечному сечению пластины (рис.4). Если через 17 секунд 
выдержки слои вблизи поверхности уже почти перешли в мартенситное состояние 
(объемная доля мартенсита превышает 90%), то на срединной поверхности 
температура оказывается примерно на 5 K выше, а объемная доля мартенсита 
составляет 60%. Требуется еще примерно 7 секунд, чтобы вся пластина перешла  
в мартенситное состояние, а разница температур на поверхности и в центре  
не превышала 1 К. Кривые распределения фазы и температуры, выделенные 
пунктиром (рис.4), соответствуют моментам времени, когда весь материал  
по сечению пластины переходит в мартенситное состояние. 
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а б 

Рис.4. Распределения объемной доли мартенсита (а) и температуры (б)  
по толщине пластины при выдержке во времени в некоторые 
последовательные моменты времени, соответствующие окончанию 
прямого превращения. 

 
Чтобы оценить влияние выделения скрытой теплоты превращения  

на скорость и характер изменения температурного поля в пластине, выполнили 
моделирование процесса охлаждения при отсутствии тепловыделения. На рис.5 
показаны зависимости от времени температуры на поверхности пластины  
и в ее центре при учете тепловыделения и без него.  
 

 
Рис.5. Зависимости от времени температуры в центре сечения пластины (а)  

и на её поверхности (б) при охлаждении окружающей среды со скоростью 
100 К/с и последующей выдержке, рассчитанные с учетом и без учета 
тепловыделения. 

 
Видно, что при наличии тепловыделения увеличивается разница между 
температурами на поверхности и в центре пластины, а скорость убывания 
температуры во время превращения снижается. При более медленном охлаждении 
перепад температур между точками на поверхности пластины и в ее центре 
уменьшается (рис.6). При обычно используемых в эксперименте скоростях 
охлаждения 0.5-1 К/мин поле температур в пластине становится практически 
однородным. 
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Рис.6. Зависимость максимальной разности между температурами на поверхности 

пластины и в ее центре от скорости изменения температуры окружающей 
среды. 

 
2.2. Моделирование деформации пластины при выдержке в условиях 

постоянной температуры окружающей среды, равной Ms. 
 

Рассмотрен цилиндрический изгиб пластины под действием момента сил 
при температуре 323 К ( Ms  для данного модельного материала). Пластина 
находится в тепловом контакте с окружающей средой через верхнюю и нижнюю 
поверхности и нагружается при постоянной температуре окружающей среды. 
Процесс нагрузки происходит достаточно быстро (за 1 секунду), вследствие чего 
в результате выделения скрытой теплоты превращения возникает неоднородное 
поле температуры по толщине пластины, затем максимальная нагрузка 
фиксируется и производится выдержка продолжительностью 30 секунд. На рис.7а 
представлена диаграмма деформирования в координатах «прогиб-момент».  
В процессе теплопередачи возникает накопление прогиба во времени (рис.7б), 
вызванное фазовыми превращениями внутри материала. Точки А на рис.7а и 7б 
соответствуют началу выдержки, точки В – окончанию выдержки.  
 

 
а б 

Рис.7. Зависимость прогиба от изгибающего момента (а) и времени (б)  
при нагружении, выдержке во времени при фиксированном моменте  
и разгрузке пластины при температуре окружающей среды, равной Ms . 

 
В случае изгиба пластины происходит накопление прогиба. Этот эффект 

можно формально трактовать как ползучесть, хотя механизм его возникновения 
иной: из-за неоднородного поля температуры различные слои пластины 
испытывают фазовые превращения неравномерно по толщине сечения. Материал 
пластины при этом находится в двухфазном состоянии, эволюция которого 
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обусловлена охлаждением в результате процессов теплопроводности в присутствии 
механических напряжений. Внутренним слоям требуется больше времени, чтобы  
в них прошло фазовое превращение. После разгрузки образца наблюдается 
остаточная деформация. 

На рис.8 представлено распределение напряжений и объемной доли 
мартенсита по толщины пластины в различные моменты времени. Вследствие 
того, что СПФ TiNi демонстрирует асимметрию свойств при растяжении и сжатии 
[9], а применяемая в данной работе микроструктурная модель естественным 
образом учитывает это [72], оказывается, что нейтральный слой, в котором 
напряжения равны нулю, не проходит через центр сечения, а смещен в сторону 
сжатых слоев. 
 

 
а б 

Рис.8. Распределения напряжений (а) и объемной доли мартенсита (б) по толщине 
пластины при выдержке во времени в условиях фиксированного 
изгибающего момента. 

 
2.3. Моделирование выдержки во времени в условиях постоянного  

заданного прогиба. 
 

Рассмотрена краевая задача с жестким закреплением образца, когда после 
нагружения при температуре окружающей среды, равной Ms , фиксируется 
прогиб и происходит выдержка в течение 30 секунд, после чего образец 
разгружается.  
 

 
а б 

Рис.9. Зависимость изгибающего момента от прогиба (а) и времени (б)  
при нагружении, выдержке во времени при фиксированном прогибе  
и разгрузке пластины при температуре окружающей среды, равной Ms . 
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На рис.9 представлена диаграмма деформирования в координатах «прогиб-
момент» (а), а также зависимость изгибающего момента от времени (б). Точка А 
соответствует началу выдержки, точка В – окончанию. Наблюдается релаксация 
напряжений во времени из-за мартенситных превращений, связанных  
с процессами выделения скрытой теплоты и теплопередачи. 

 
 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
 

1. Микроструктурная модель позволяет решить краевую задачу  
о цилиндрическом изгибе пластины из СПФ в полностью связной 
термомеханической постановке в условиях теплообмена с окружающей средой  
с учетом выделения скрытой теплоты превращения и теплопроводности. 

2. Выделение скрытой теплоты превращения оказывает существенное 
влияние на распределение температуры в пластине из СПФ и времени  
ее охлаждения. При быстром снижении температуры окружающей среды 
(100 К/с) время охлаждения пластины из никелида титана толщиной 5 мм  
до достижения мартенситного состояния на 10 с больше, чем его оценка, 
полученная без учета скрытой теплоты превращения. Это обстоятельство 
необходимо учитывать при проектировании устройств из СПФ, требующих точно 
заданного времени срабатывания. 

3. При быстром нагружении при температуре Ms  и последующей выдержке 
при постоянном изгибающем моменте в результате теплопередачи происходит 
накопление деформации во времени, вызванное фазовыми превращениями внутри 
материала. Это явление можно формально трактовать как ползучесть.  
При выдержке в условиях фиксированного прогиба происходит релаксация 
напряжений во времени. Данные эффекты следует учитывать при проектировании 
функциональных устройств с рабочим телом из сплава с памятью формы. 
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