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АННОТАЦИЯ 
 

Исследован изгиб трехслойной пластины при прямом и повторном 
знакопеременном нагружении круговой погонной нагрузкой. Физические уравнения 
состояния для материалов тонких внешних несущих слоев, учитывают возникающие 
малые упругопластические деформации. Материал более толстого жесткого заполнителя 
нелинейно упругий. Предполагается, что деформирование несимметричной по толщине 
пластины подчиняется гипотезам Кирхгофа в несущих слоях и гипотезе Тимошенко  
в заполнителе. Это приводит к линейному распределению радиальных перемещений  
по толщине слоев. Пластина подвержена воздействию теплового потока, падающего 
перпендикулярно ее верхнему слою. Торец пластины и наружная поверхность нижнего 
несущего слоя теплоизолированы. Для расчета температурного поля используется 
формула, полученная методом усреднения теплофизических характеристик по толщине 
пакета. Учтено влияние температуры на модули упругости и функции пластичности  
и физической нелинейности материалов. 

Постановка краевой задачи проведена вариационными методами. Получена 
соответствующая система уравнений равновесия и силовые граничные условия  
для рассматриваемой трехслойной пластины. В заполнителе принята во внимание работа 
тангенциальных напряжений. Сформулированы кинематические граничные условия  
и использована ограниченность решения в центре пластины. При построении решения 
задачи об изгибе соответствующей упругой пластины погонной нагрузкой использовано 
известное решение в случае равномерно распределенной кольцевой нагрузки. Применен 
предельный переход при толщине кольца нагрузки, стремящегося к нулю. 

Решение краевой задачи о нагружении упругопластической пластины  
из естественного состояния проведено методом упругих решений Ильюшина. 
Аналитическое итерационное решение выписано в функциях Бесселя. При повторном 
знакопеременном нагружении использована теория переменного нагружения 
Москвитина. В несущих слоях учтено циклическое упрочнение материала. Проведен 
численный анализ полученных аналитических решений, исследована зависимость 
перемещений от физически нелинейных свойств материалов слоев, температуры, 
граничных условий. 
 
Ключевые слова: трехслойная круглая пластина; малые упругопластические 
деформации; циклическая нагрузка; температура; численный анализ 
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ABSTRACT 
 

The bending of a three-layer plate under direct and repeated alternating loading with  
a circular linear load is investigated. The physical equations of state for materials of thin outer 
bearing layers take into account the small elastic-plastic deformations that occur. The material 
of the thicker rigid filler is non-linearly elastic. It is assumed that the deformation of the plate, 
which is asymmetric in thickness, obeys the Kirchhoff hypotheses in the bearing layers and the 
Timoshenko hypothesis in the filler. This leads to a linear distribution of radial displacements 
over the thickness of the layers. The plate is exposed to the heat flow falling perpendicular to its 
upper layer. The end face of the plate and the outer surface of the lower bearing layer are 
thermally insulated. To calculate the temperature field, the formula obtained by averaging the 
thermophysical characteristics over the thickness of the package is used. The influence  
of temperature on the elastic modulus and the functions of plasticity and physical nonlinearity 
of materials is taken into account. 

The formulation of the boundary value problem was carried out by variational methods. 
The corresponding system of equilibrium equations and force boundary conditions for the three-
layer plate under consideration are obtained. The filler takes into account the operation  
of tangential stresses. Kinematic boundary conditions are formulated and the boundedness  
of the solution in the center of the plate is used. When constructing a solution to the problem  
of bending the corresponding elastic plate with a linear load, a well-known solution was used  
in the case of a uniformly distributed annular load. The limiting transition is applied with the 
thickness of the load ring tending to zero. 

The solution of the boundary value problem of loading an elastoplastic plate from  
a natural state was carried out by the Ilyushin's elastic solutions method. The analytical iterative 
solution is written out in Bessel functions. In case of repeated alternating loading, Moskvitin's 
theory of alternating loading was used. Cyclic hardening of the material is taken into account  
in the bearing layers. The numerical analysis of the obtained analytical solutions is carried out, 
the dependence of the displacements on the physically nonlinear properties of the layer 
materials, temperature, and boundary conditions is investigated. 
 
Keywords: three-layer round plate; small elastic-plastic deformations; cyclic load; temperature; 
numerical analysis 
 
 

ВВЕДЕНИЕ 
 

Актуальность разработки новых математических моделей для исследования 
упругого и неупругого деформирования композитных стержней, пластин  
и оболочек при термосиловых нагрузках, определяется их повсеместным 
распространением в машиностроении, строительстве и транспортировке 
энергоносителей. Физические уравнения состояния основываются на теории 
малых упругопластических деформаций [1]. При знакопеременных нагрузках 
упругопластических элементов конструкций применяется теория Москвитина  
[2-4], учитывающая эффект Баушингера [5] и позволяющая сводить краевую 
задачу при знакопеременном нагружении к первоначальной задаче о прямом 
нагружении из естественного состояния. 

О необходимости учета эффекта Баушингера, заключающегося в изменении 
механических свойств металлов после пластического деформирования,  
в микролегированных сталях и других металлах говорится в работах [6-10]. 
Результаты экспериментального исследования этого эффекта в анизотропных 
металлах приведены в [11]. Количественные оценки даны в статьях [12,13]. 
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Монографии [14-19] посвящены разработке математических моделей 
деформирования слоистых упругих и неупругих элементов конструкций  
при квазистатических и динамических нагрузках. Приведены постановки 
соответствующих задач, рассмотрены примеры решения и их численная 
апробация. 

Работа [20] посвящена анализу колебаний трехслойных пластин  
по уточненной теории. Статья [21] содержит результаты исследования 
сверхзвуковых характеристик флаттера многослойных композитных пластин. 
Деформирование балки Тимошенко, цилиндрической и сферической оболочек 
при нестационарном нагружении проведено в [22-24]. Несущая способность 
трехслойной композитной пластины с отверстием изучена в [25]. Статьи [26-30] 
посвящены исследованию квазистатического нелинейного деформирования 
трехслойных и многослойных балок, пластин и оболочек. В публикациях [31-33] 
рассмотрено деформирование трехслойных стержней и функционально-
градиентных пластин под действием термосиловых нагрузок. Изгиб трехслойной 
круговой пластины, связанной с двухпараметрическим упругим основанием, 
исследован в [34]. 

Знакопеременное нагружение трехслойной пластины с упругопластическими 
слоями под действием кольцевой нагрузки исследовано в [35]. Аналитическое 
решение краевой задачи получено в итерациях с помощью метода упругих 
решений. Основываясь на этом решении, здесь построено новое решение задачи  
о переменном изгибе погонной нагрузкой в температурном поле, учитывающее 
влияние предыдущего пластического деформирования на предел текучести 
материала. 
 

1. НАГРУЖЕНИЕ ИЗ ЕСТЕСТВЕННОГО СОСТОЯНИЯ 
 

Пусть трехслойная несимметричная по толщине круглая пластина (рис.1), 
нагружена погонной нагрузки интенсивностью 0Q  действующей вдоль 
окружности относительного радиуса 1a ≤  

( )0 ,q Q a r= δ −           (1) 

где ( )rδ  – функция Дирака. 
 

 
Рис.1. Нагружение трехслойной пластины погонной нагрузкой. 

 
Все линейные перемещения, размеры пластины и радиальная координата 

отнесены к радиусу 0r . При постановке задачи используется цилиндрическая 
система координат, связанная со срединной плоскостью заполнителя, 
перпендикулярно которой ось z  направлена вверх. Для несущих внешних 

https://www.elibrary.ru/item.asp?id=32436995
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достаточно тонких слоев, толщины которых 1 2h h≠ , принимаются 
кинематические гипотезы Кирхгофа о прямолинейности, перпендикулярности  
и несжимаемости деформированной нормали. В относительно толстом жестком 
заполнителе, толщиной 3 2h c= , деформированная нормаль остается 
прямолинейной, не изменяет своей длины, но поворачивается на некоторый 
дополнительный угол ( )rψ , т.е. справедлива гипотеза Тимошенко. 

Пусть интенсивность теплового потока, падающего на внешнюю 
поверхность пластины – tq . При решении задачи теплопроводности 
предполагалось, что нижняя поверхность 2   – –z c h=  и контур 1r = . 
теплоизолированы. Тогда температурное поле T(z) определяется с достаточной 
степенью точности по формуле, приведенной в [14]. 

Нагрузка принята осесимметричной, поэтому окружные перемещения 
отсутствуют ( ) 0kuϕ = , а искомые перемещения – радиальное перемещение 
срединной плоскости заполнителя u, относительный сдвиг ψ  и прогиб пластины 
w  зависят только от радиальной координаты и не зависят от ϕ . Предполагается, 
что жесткая диафрагма на контуре препятствует относительному сдвигу слоев 
( 0ψ =  при   1 r= ). 

Радиальные перемещения, в силу принятых гипотез, изменяются по толщине 
слоев линейно и выражаются через искомые перемещения известными 
формулами [36] 

( )

( )

( )

1
1

3

2
2

, , ,

, , ,

, , ,

r r

r r

r r

u u c zw c z c h

u u z zw c z c

u u c zw c h z c

= + ψ − ≤ ≤ +

= + ψ − − ≤ ≤

= − ψ − − − ≤ ≤ −

     (2) 

где запятая в индексе обозначает производную по следующей за ней координате. 
Используя напряжения в слоях ( ) ( ),  k rα α =σ ϕ , ( )3

rzσ , вводятся обобщенные 
внутренние силы и моменты [36] 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( )

3 3 3 3

1 1 1 1

3 1 2 3

d , d ,

, d .

k k

k k k k

k k k kh h

c

rz
-c

T T z M M z z

H M c T T Q z

α α α α α α
= = = =

α α α α

≡ = σ ≡ = σ

= + − = σ

∑ ∑ ∑ ∑∫ ∫

∫
   (3) 

Деформации следуют из соотношений Коши [14] и перемещения (2). 
Напряжения вычисляются через деформации с помощью соотношений теории 
малых упругопластических деформаций Ильюшина [1] 

( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( )( ) ( ) ( )

0

3 3 3
3 3

2 1 , , σ 3

1,2,3;  

ε ,

2 1 , , ,

k k k k k k
k k u k k

rz u rz

s G T э K T

s G k rT э

α α= − ω ε =

= α =

− α

= − ε ϕω
  (4) 

где ( ) ( ) ( ) ( )3 3, , ,k k
rz rzs э s эα α  – компоненты девиаторов и ( ) ( )σ , εk k  – шаровые части 

тензоров напряжений и деформаций; ( ) ( ),k kG T K T  – модули сдвига и объемного 
деформирования; 0kα  – коэффициент линейного температурного удлинения. 
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Входящие в (4) функции пластичности ( )( ),k
k u Tω ε  в несущих слоях зависят 

от интенсивности деформаций ( )k
uε  и температуры. В соответствии с условием 

появления пластических деформаций Мизеса, при ( ) ( )k k
u yε ≤ ε  следует 0kω = ,  

где ( ) ( )k
y Tε  – предел текучести. Подобным образом для функции нелинейности 

материала заполнителя предполагается, что ( )( )3
3 0uω ε =  при ( ) ( )3 3

u sε ≤ ε , где ( )3
sε  – 

предел нелинейности. Аналитический вид этих функций принимается следующий 

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

0

0 0
0

0, ,

,
1 , .

k

k k
u y

k k
k u k ky

k u yk
u

T
A

α

 ε ≤ ε
ω ε =   ε

− ε > ε   ε  

      (5) 

Например, для фторопласта-4 3 0,905A = , 3 1,48α = , 3,3sε = %; для сплава 
Д16-Т ( )1 1 0 00,96; 2,34; 0,735yA T= α = ε = % [14]. 

Уравнения равновесия рассматриваемой пластины получены вариационным 
методом Лагранжа с учетом работы касательных напряжений в заполнителе.  
При кольцевой нагрузке они приведены в [36]. В случае нагрузки (1) принимают вид 

( )
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( ) ( )
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2 2 4 5 3

3 3 5 6 0
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ω

ω
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+ ψ − − ψ =

+ ψ − = − δ − +

     (6) 

где iа  – коэффициенты, определяемые через модули упругости материалов  
и толщины слоев при температуре T  [36]; 2 3L ,  L  – дифференциальные 
операторы 

( ) ( )2 32 2 3
, 2 , ,L , , L , .r rr r

rr rrr
g g g g gg g g g
r r r r r

≡ + − ≡ + − +  

Нелинейные составляющие напряжений сгруппированы в правых частях 
системы (6) и входят в слагаемые с индексом «ω» 

( ) ( )
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ω ω ω ϕω
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   (7) 

где величины ( ) ( ) ( ) ( )α , , ,,k k kT rM H Qω αω αω ω α = ϕ  вычисляются по формулам (3),  

в которых следует напряжения ( )k
ασ  заменить их нелинейными составляющими 
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2. АНАЛИТИЧЕСКОЕ РЕШЕНИЕ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ  
 

Для решения системы нелинейных дифференциальных уравнений (6) 
необходимо применять приближенные или численные методы решений. Здесь 
воспользуемся методом упругих решений Ильюшина, в соответствии с которым 
система (6) переписывается в следующем итерационном виде 

( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

1
2 1 2 3

1
2 2 4 5 3

1
3 3 5 6 0

L , ,
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n n n n n-
r

n n n n-
r
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a u a a w cG h

a u a a w Q a r q

ω

ω

ω

+ ψ − =

+ ψ − − ψ =

+ ψ − = − δ − +

    (8) 

Величины ( ) ( ) ( )1 1 1, ,n- n- n-p h qω ω ω  в правых частях уравнений (8) служат 
поправками на нелинейность материалов слоев. Их называют дополнительными 
«внешними» нагрузками. На первом шаге приближения ( )1n =  их принимают 
равными нулю, а в дальнейшем вычисляют по результатам предыдущего 
приближения, используя формулы, подобные (7), добавляя вверху индекс «  -1 n ». 
Например, для дополнительных моментов имеем 

( ) ( ) ( )
3 3

1 , 11
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1 1
2 d 3 d .

k k

n k n kn
k k k k

k kh h

M G э z z K T z z− −−
αω α

= =

= ω + α∑ ∑∫ ∫    (9) 

Для замыкания краевой задачи к уравнениям (8) необходимо добавить 
условия ограниченности решения в центре пластины и граничные условия, 
например, при шарнирном опирании 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )10,n n n n n
r ru w M M −

ω= ψ = = =  при 1r =      (10) 
Полученная краевая задача на каждом шаге итерации является линейной. 

Решение подобной системы уравнений при упругом деформировании пластины 
( )1n =  погонной нагрузкой известно [14]. По аналогии выписываем решение, 
включающее дополнительные «внешние» нагрузки, которое является 
рекуррентным в задаче о деформировании трехслойной упругопластической 
пластины 
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где ( ) ( )1 1,I r K rβ β  – функции Бесселя (модифицированная) и Макдональда; 

1 2 8, , ,C C C…  – константы интегрирования; 1 1
2 3L , L− −  – интегральные операторы 
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Константы интегрирования следуют из требования ограниченности решения 
в начале координат и граничных условий на контуре (10) 
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Таким образом, на первом полуцикле нагружения упругопластической 
трехслойной пластины погонной силовой нагрузкой прогиб ( ) ( )nw r , радиальное 

перемещение ( ) ( )nu r  и сдвиг в заполнителе ( ) ( )n rψ  вычисляются по формулам 
(11)-(12). Температура входит в решение через константы интегрирования 5 7,  С С . 

Следует отметить, что сходимость метода упругих решений доказана  
в достаточно широких пределах [3], а для материалов Д16-Т, фторопласт-4, 
используемых в дальнейшем, подтверждена в работе [14]. 

Численные результаты получены для пластины, слои которой выполнены 
из материалов Д16-Т–фторопласт-4–Д16-Т. Интенсивность силовой погонной 
нагрузки принята 0   4Q =  МН/м, толщины слоев – 1    0,02h = ; 2    0,06h = ; 3 0,4h = . 
Параметры упругости и нелинейности, входящие в функцию пластичности (5), 
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заимствованы из [14]. Температуры при расчетах усреднялись по толщине 
пластины. Для описания зависимости параметров упругости от температуры 
использовалась формула Белла [36]. Результаты продемонстрировали достаточно 
быструю сходимость итерационного метода, уже 5-е приближение отличалось  
от 4-го менее чем 0,5%. 

На рис.2а,б приведены графики изменение сдвига и прогиба вдоль радиуса 
пластины при силовой окружности радиуса 0,75a = : 1, 2 – упругие  
и упругопластические при комнатной температуре ( 1 293T =  K) ; 3, 4 – упругие  
и упругопластические при 2    323T =  K. Учет пластичности и физической 
нелинейности материалов слоев приводит к увеличению расчетных упругих 
перемещений примерно на 17%. Повышение температуры на 30о вызывает  
их дополнительный рост на 24%. При продвижении силовой окружности вдоль 
радиуса экстремумы относительного сдвига смещаются к контуру пластины. 
 

 
Рис.2. Изменение упругих и физически нелинейных перемещений  

при температурах 1 293T =  K, 2 323T =  K. 
 

Рис.3 иллюстрирует изменение максимального прогиба с ростом радиуса 
силовой окружности a , обозначения прежние: 1, 2 – упругие и упругопластические 
при комнатной температуре; 3, 4 – упругие и упругопластические при 2 323T =  K. 
 

 
Рис.3. Упругий и упругопластический прогибы в центре пластины в зависимости 

от радиуса силовой окружности. 
 

Здесь следует отметить, что при вырождающейся погонной силе в центре 
пластины и при ее действии на контуре повышение температуры приводит  
к ненулевому прогибу (кривые 3, 4). 
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3. ПОВТОРНЫЙ ЗНАКОПЕРЕМЕННЫЙ ИЗГИБ ПЛАСТИНЫ 
 

Пусть в момент времени 1t t= , происходит мгновенная разгрузка  
и нагружение пластины усилиями обратного знака 

( ) ( )0 .q r Q a r′′ = − δ −          (13) 

Принимается, что температура фиксируется ( ) ( )1 1,Т z Т z t=  и в дальнейшем 
не изменяется во всех точках пластины. За счет нагрузки (13) в слоях возникнут 
деформации ( )k

α′′ε , напряжения ( )k
α′′σ , ( )3

rz′′σ  и перемещения , ,u w′′ ′′ ′′ψ .  
В соответствии с методикой Москвитина [2], примененной для слоистых пластин 
в [4,36], вводятся для указанных величин и нагрузок разности 
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′ ′′ ′ ′′ ′ ′′= − ε = ε − ε ψ = ψ −ψ

′ ′′ ′ ′′ ′′= − = − = − = δ −

 (14) 

где один штрих отмечает величины перед разгрузкой, т.е. полученные  
при нагружении из естественного состояния. 

Для перемещений и деформаций со звездочками выполняются 
соотношениями Коши. Напряжения определяются через деформации 
соотношениями типа (4). Причем параметры упругости ( ) ( )( )1k kG z G T z= , 

( ) ( )( )1k kK z K T z=  зафиксированы в момент разгрузки, а соответствующие 
функции нелинейности со звездочками подобны функциям пластичности  
при нагружении из естественного состояния (5), но с другими константами.  
В несущих слоях из материала Д16-Т они будут 
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     (15) 

где для дюралюминия ( ) ( )* * *
1 1 1 1 1 1 1 10,924, 2,27, , 2,02y yA T T= α = ε = β ε β =  [2]. 

Материал заполнителя принимается нелинейно упругим, поэтому его параметры 
при знакопеременном квазистатическом нагружении не изменяются. 

Проведя процедуру постановки краевой задачи для величин со звездочками, 
подобную нагружению из естественного состояния, получим систему нелинейных 
дифференциальных уравнений подобную по виду (6). Краевая задача  
для перемещений со звездочками ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )* * *, ,n n nu r r w rψ  замыкается 
присоединением к системе уравнений равновесия граничных условий типа (10). 
Ее решение строится методом упругих решений. 

Итерационное решение задачи формально следует из решения (11),  
в котором нужно нагрузку и функции физической нелинейности заменить 
соответствующими величинами со звездочками. В результате при погонной 
нагрузке (1) имеем 
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После этого искомые перемещения, деформации и напряжения  
в рассматриваемой пластине при повторном знакопеременном нагружении 
определяются из соотношений (14), (11), (16), например 

, , .u u u w w w∗ ∗ ∗′′ ′ ′′ ′ ′′ ′= − ψ = ψ −ψ = −  
Изменение прогиба w – а и относительного сдвига ψ  – б в зависимости  

от радиальной координаты при знакопеременном нагружении погонной 
поперечной нагрузкой, приложенной вдоль окружности 0,75a = , показано  
на рис.4: 1 – упругая пластина; 2 – холодная пластичность ( 1   293T =  K);  
3 – термоупругопластичность ( 2 323T =  K). Один штрих – нагружение  
из естественного состояния, два штриха – знакопеременный изгиб. При повторном 
нагружении максимальные значения перемещений (кр. 3") уменьшилась на 3%, 
как при изотермической пластичности, так и при нагреве пластины. Это явление 
объясняется эффектом Баушингера, т.к. материалы несущих слоев циклически 
упрочняющиеся. При вычислении нелинейных добавок функции пластичности 
вычислялись по формулам (5) и (15). 
 

 
Рис.4. Перемещения при переменном изотермическом и термосиловом 

нагружениях погонной поперечной силовой нагрузкой. 
 
 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
 

Рассмотренная методика решения краевых задач для трехслойных 
упругопластических пластин позволяет строить аналитическое решение  
при перемене знака погонной нагрузки после пластического деформирования  
в температурном поле. Полученные аналитические результаты позволили 
провести численный анализ, который подтвердил быструю сходимость 
итерационного метода, основанного на методе упругих решений, отметил 
существенное влияние пластичности материалов слоев на НДС в пластине. 
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